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Zur Torsions-Schwingungs-Rotationswechselwirkung in Rotationsspektren

H. DrE1ZLER

Physikalisches Institut der Universitdt Freiburg i. Br.

(Z. Naturforsch. 23 a, 1077—1085 [1968] ; eingegangen am 28. Mirz 1968)

Zur Analyse der Torsionsfeinstruktur von Rotationslinien in schwingungsangeregten Zustinden
wird ein Molekiilmodell diskutiert, das drei Rotations-, einen Torsions- und einen Schwingungs-
freiheitsgrad besitzt. Die theoretische Formulierung ist eine Verallgemeinerung der bekannten
Principal Axis Method fiir Molekiilmodelle ohne Schwingungsfreiheitsgrad. Bei bekannter Schwin-
gungsfrequenz tritt nur ein weiterer Potentialparameter auf.

In den letzten Jahren wurde das Hinderungs-
potential der CHj-Torsion einer groBen Zahl von
Molekiilen aus der Torsionsfeinstruktur von Rota-
tionslinien bestimmt. Diesen Arbeiten lag durchweg
ein Modell zugrunde, bei dem das Molekiil mit
einem starren Rumpf und einem oder zwei starren
Rotoren (top) angenihert wurde?!. Der einzige in-
nere Freiheitsgrad bei diesem Modell ist die Torsion
oder interne Rotation um eine Achse, die fest im
Rumpf (frame) liegt. Das Modell besitzt aulerdem
noch die drei duBleren Freiheitsgrade der Rotation.
Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Giite dieses
Modells ist die Separierbarkeit der iibrigen Schwin-
gungen von der Torsion und Rotation, die sicherlich
nicht in allen Fallen gerechtfertigt ist.

Eine Aussage iiber die Giite des beschriebenen
Modells 1iBt sich gewinnen, wenn man das Modell
durch Hinzunahme aller Schwingungsfreiheitsgrade
erweitert und nachtréglich feststellt, dal das einfache
Modell eine gute Niherung ist. Die gute Wiedergabe
der Spektren ist nicht notwendig ein MaB fiir die
Giite des Modells.

Das Problem eines Modells mit allen Freiheits-
graden der Torsion, Schwingung und Rotation ist
theoretisch von Kirtman? und Quape3 behandelt
worden. Es fehlt jedoch an ausreichender experi-
menteller Information, um vollen Nutzen aus diesen
sehr allgemeinen theoretischen Formulierungen zu
ziehen.

Der Gedanke liegt deshalb nahe, das Modell bis
auf die Schwingung einzuschridnken, von der man
die stiarkste Wechselwirkung zur Torsion erwartet.
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Im allgemeinen wird es die Schwingung sein, die
der Torsion energetisch am nachsten liegt.

In dieser Arbeit wird deshalb ein Modell behan-
delt, das drei Rotations-, einen Schwingungs- und
einen Torsionsfreiheitsgrad besitzt. Ein analoges
Modell wurde von HecaT und DEnNIsoN ¢ benutzt, um
die Torsionsfeinstruktur des Uberganges J=0—1,
K =0—0 in drei torsionsangeregten Zustianden des
Methylalkohols CH3OH zu deuten. In diesem Fall
war es wegen des ungiinstigen Verhiltnisses I,/I,
der Triagheitsmomente des Rotors 3H und des Rump-
fes COH beziiglich der internen Rotationsachse rat-
sam, die theoretische Formulierung auf die IAM
(Internal Axis Method) %! zu stiitzen. Wegen der
erforderlichen molekiilspezifischen NieLsen-Transfor-
mation 8 wird die Methode in ihrer Anwendung
schwierig.

Hier soll dagegen versucht werden, den Vorteil
der allgemein breiter anwendbaren PAM 7 5 1 (Prin-
cipal Axis Method) weitgehend beizubehalten. Die
Grenze der Anwendung wird dabei durch ein zu
niedriges Hinderungspotential oder/und ein ungiin-
stiges Verhiltis I,/I, gegeben. Sehr wertvoll fiir
diese Arbeit war eine Mitteilung von Hirota 8, auf
der auch die Analyse des Rotationsspektrums in an-
geregten Zustinden der CH;- und C — C-Torsion des
Propionaldehyds CH3CH,CHO von BurcrEr und
WiLson ? beruht. Es zeigte sich allerdings, dal je-
denfalls bei den Rotationsspekiren des Methylthio-
cyanats CH3SCN in angeregten Zustinden der Biege-
schwingung CSC Vereinfachungen aufgegeben und
Naherungen erweitert werden muflten, die Hirora 8,
Burcrer und WiLson ? anwendeten.
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H. Nieusen, Phys. Rev. 40, 445 [1932].
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Klassische Kinetische Energie

Im Hinblick auf die spitere Anwendung auf
CH,SCN dient dieses Molekiil in dieser Arbeit als
Beispiel. Fiir die Anwendbarkeit des Modells und

der Formulierungen ist aber nur notwendig:

/.C a
7,702 A

Abb. 1. Molekiilmodell des CHgSCN in Hauptachsenlage mit
Angabe der ry-Struktur.

1. Der Rotor besitzt mindestens Cz-Symmetrie
um die interne Rotationsachse (z.B. CH;).

2. Bei der Schwingung werden die Atome des
Rotors (also 3H bei X —CHj) als starres Gebilde
aus der Gleichgewichtslage entfernt. Der Rotor wird
also als Ganzes gleichwertig wie die Atome des
Rumpfes bei einer Schwingung behandelt.

Die Lage der Atome des Rumpfes beziiglich des
Schwerpunkts C.M.M. des Molekiils sei beschrieben
durch die Vektoren:

ri=ri0+ri,q (1)

CMT.

Abb. 2. Zur Definition der Ortsvektoren fiir Rumpf- und
Rotor-Atome.

fiir den Rumpf und
Li=1"+1/g=0"+0"+1;¢g (2)

fiir den Rotor, wobei © die Gleichgewichtslage und
1/ ¢ bzw. 1}’ ¢ die momentane Ausriickung aus der
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Gleichgewichtslage kennzeichnet. ¢ ist eine zeitab-
hingige Schwingungskoordinate. ;" und t;" sind
zeitunabhingige Vektoren, die an die Gleichgewichts-
lagen geheftet sind und deren Richtung und Grofle
von der speziellen Schwingungsform (mode) ab-
héngt. Beim Rotor sind die Gleichgewichtslagen ab-
hingig vom Torsionswinkel a. ¢° ist der Vektor
vom Molekiilschwerpunkt C.M.M. zum Schwerpunkt
des Rotors C.M.T. 0,° ist der torsionswinkelabhan-
gige Vektor vom Schwerpunkt des Rotors zu dem
j-ten Rotoratom. Gelingt es, ein molekiilbezogenes
z,v, z-Koordinatensystem zu finden, dessen Rotation
beziiglich des raumfesten X,Y,Z-Systems mit der
Winkelgeschwindigkeit 2= (w,,w,,®,) beschrie-
ben werden kann, so ergeben sich mit (1) und (2)
die Geschwindigkeiten fiir die Rumpf- und Rotor-
atome bei separierter Translation:

dR; y

ook I DO

% X1;+1 g, (3)
dé)j,» =Qxrj+taxoi+1/4. (4)

Die Vektoren 1;, 1; sind in einem rotierenden Raum,
dem z,y, z-System definiert zu denken, T;= (z;,¥;,
z;). Im raumfesten X, Y, Z-System heifit der gleiche
Vektor R;= (X;,Y;,Z;). fist ein Einheitsvektor in
Richtung der internen Rotationsachse.

Die kinetische Energie ist:

e

2 d?ﬁi 2
Durch Einsetzen von (3) und (4) in (5) erhilt man:
2T=2mi(Rx1;)2 + 2 mi(2x1;)? (6a)
i i
+ ZmJ(fGX 0j)2 (6}))

+ Smy(@x1)- (Faxo) (60

+ Imi(Qx1) v g+ ]ij(-Qij)'ri'Q (6d)
: ’ (Ge)
(6)

+ > mj(faxo;) 1iq
i

+ 2 m;(1/¢)? + 2> m;i(1i ).
i i

Das molekiilbezogene Koordinatensystem wird durch

zwei Bedingungen definiert:

1. Die Schwerpunktsbedingung
2miti+ 2.m;Ti=0 (7)
i i
ist implizit schon bei der Separation der Translation

eingefiihrt. Der Koordinatenursprung des z,y, z-
Systems bleibt also stets im Molekiilschwerpunkt.
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2. Die Eckarr-Bedingung 1°

2m(t®x1) + 2mi(r®x1;) =0 (8a)
i i

oder gleichwertig
izmi(r,-" X I'i/ q) + Z mj(rio X rj' q) =0 (8b)
i

orientiert ein z, %, z-System im Molekiil. Damit ver-
schwindet die Coriolis-Wechselwirkung (6d) in ex-
pliziter Form. Es ist namlich mit (1) und (2)

2mi(2x1) v 4+ Zmi(R@x1;) 1/ g
i 7

= {‘? mi((r2+1 q) x1t/9 (6d")

+ ]Zm,-((r,-°+rj' q) er’Q)} -8,
Ein Teil von (6d") ist Null wegen (8), der andere

ist Null wegen
(r/ gx1q)=0; 9)
1/ ¢ und 1; ¢ sind gleichgerichtet.

Entsprechend ist hier auch der Drehimpuls er-
zeugt von der Schwingung beziiglich des rotierenden
Raumes z, y, z-System als Folge von (8) und (9)
nicht vorhanden. Bei mehreren Schwingungsfreiheits-
graden ist dieser Drehimpuls durch (8) nur mini-
malisiert.

Da nach Konstruktion des Modells der Rotor sich
als Ganzes bei einer Schwingung bewegt, lassen sich
die Verriickungsvektoren bei jeglicher nicht zu gro-

Ben Schwingungsauslenkung zerlegen in
1/ =0 +0; =0 +6f x 0} (10)

o’ ist der Translationsanteil, der gleich der Trans-
lation des Rotorschwerpunktes ist. 68 0,0 ist der
Rotationsanteil, der von den 1;” beschriebenen Bewe-
gung. 0f ist ein Drehwinkel um eine Achse durch
den Rotorschwerpunkt.

Da ij0j0=0 (11)
7

und >mj(a+0;) =0 (12)
)

folgt aus (8) mit (10)
; mi(t? X 1 q) + ("% 0) ; m;
4 ;mj(oj"x(éﬂxo,-“))=0. (13)

In (13) sind allein die 0;° in ihrer Orientierung
vom Torsionswinkel a abhéngig, ihr Betrag ist kon-
stant.

10 C. Eckart, Phys. Rev. 47, 552 [1935].
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Wichtig aber ist, da} die Bedingung (13) unab-
hidngig von a ist. Zum Beweis geniigt es, die letzte
Summe in (13) zu betrachten. Mit 68 =08+ 95",
einer Zerlegung der Drehung Jf in eine mit einer
Achse senkrecht und parallel zu der von den 0;° auf-
gespannten Ebene, erhalt man:

; m; (0% % (08 x 6,°))
= ;’ni((f’jo"’jo) 8p — (0f’* ;") o°
— (870" o),
wobei die mittlere Summe gleich Null ist. Die erste
Summe ist von o unabhéingig, die letzte ist es nur,

wenn m;=m und der Rotor mindestens Cs-Symme-
trie hat. Es ist dann fiir C;-Symmetrie und | 6;° | = 0®

2mi(8f” 0 0= §m(a®)26p”  (15)
7

(14)

Da also (13) unabhéngig von a ist, sind die Ver-
riickungen 1;’ und ¢ ebenfalls von a unabhingig.
Ein geeignetes EckarT-System ist ein System, das
bei ¢=0, d.h. bei Gleichgewichtslage der Atome,
Hauptachsensystem ist.
Fir die kinetische Energie erhilt man dann in
tensorieller Form

T=%Q4 18y, (16)

III Iz‘y IIz 11 Ia 0

Lyz lyy lyz Ayl 0O
%II ‘Izz Iy .Izz lzly O (17)

Aelogdylo A1, I, S

0 0 0 S G
In (17) ist: :

-le' =(wx7wyswzad’Q)s (18a)

Iy, = %:”M (95> +9¢%), 9,99 ==y,z zyklisch
(18b)

Iyy=— %mkgg', (18c¢)

I, Tragheitsmoment des Rotors um die interne
Rotationsachse,

4y Richtungskosinus zwischen interner Rotations-
achse und g¢-Achse (¢g=z,y,z) des Eckarrt-
Systems

S =t 2m;(o°x (8 x %))
_3m () (8f— }08") (184)
G1= Zmi 12 +3m (0% + (%2 (6872 + %613”2))
¢ mit (18e)
0 =0f +0B", |of|=0°

und Cz-Symmetrie.
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Betrachtet man eine Schwingung, bei der 65 =98",
so wird S=0, da f L 64”. Die Bedingung 68 =08"
hat zur Folge, dal keine Drehimpulskomponente in
Richtung der internen Rotationsachse erzeugt von
der Schwingung existiert. Es ist namlich mit (14)
und (15)

i3 ]zmj(ojxoj’4)=0. (19)
Es ist zu beachten, daf} alle GroBlen im Tensor (17)
unabhéngig von a sind, was eine direkte Folge der
Cs-Symmetrie des Rotors ist. Es sind aber alle Gré-
Ben bis auf I,, S und G~! Funktionen von gq. Sie
lassen sich in der Form

Ly =1 +155 q+15y 6% (20a)
lyy = Iy g+ Lo ¢, (20b)
ly =13 +15q (21)

entwickeln. 19, =0 wegen der obigen Wahl des
Eckart-Systems. Es ist Haupttragheitsachsensystem
in der Gleichgewichtslage.

Hat das Molekiil eine Symmetrieebene, etwa die
Ebene yz, so ist 1,9=0.
Ausgedriickt mit den Impulsen

%L-‘-(Pz,Py,Pz,Paan) (22a)

mit
P,=9T/3w,; p,=0T[da; p,=09T/3¢ (22b—d)

erhalt man fiir die kinetische Energie

T= %SB;rs'I_l'gBts (23)
mit

C Dzy D;rz "‘QZ RI

Dyz B Dy: —Qy Ry
11 1= Dz Dy A —Q: R s (24)

—Qz —Qy —Q: F-L

Rt Ry R. —L Mj2
c =% (a2 + bzz), (25a)
B = % (ayy + byy)s (25b)
A =13 (a..+b.,), (25c¢)
Dgg' = % (agg'+bgg')» g, 9'=x,y, 2, g#y', (25d)
Qy =(1/2r) 24y ayy, (25e)

P
R, =[5/(2re6 ]34y aygs (25f)
g9

F =1/(2 Ia r0)1 (25g)
L =S/(21,ryG™Y), (25h)
M =r[(r,G™), (251)

H.DREIZLER

ro =r—S¥(I,G™)

=1-1,2 2,2y a5y —S%(I,G™1), (25j)

99’
“ Qgg’ ” = H Iyy ”_1’ (25k)
” bgy ” = (La[ry) U]”Zglfa" Ao agg” agy “ . (251)

Es sind jetzt alle Groen des Tensors (24) Funk-
tionen von ¢, aber unabhéngig von a.

Der Tensor (24) wird wesentlich einfacher, wenn
man sich auf Molekiile mit einer Symmetrieebene
(hier yz-Ebene) und eine Schwingung in dieser
Ebene beschriankt. Im Tensor (17) ist dann:

I.,=0; I,=0; 1,=0; S=0.
Damit vereinfacht sich der Tensor (24) zu:
cC o0 0 0 0

0 B Dy:—Qy 0
% 1= 0 Dy —Q: —Q: 0 (26)

0 —Qy A4 F 0

0 o0 0 0 M/2
mit:
4 = yy/(ZA) +21,7rQ2, (27a)
B =1./(24) +21,7Q,% (27b)
c =1/21,), (27¢)
Dyz=_ yz/(zA)+21arQsza (27d)
Qy = (lylzz_}‘zlzy)/(zrd)s (27e)
0y =delyy—dylp) (27 ), (271)
Fo=1/(21,1), (27g)
M =1/6-, (27h)

r =1-1,(421,,—24,2,1,, +1,21,,)]4, (27i)
A =lyl,—TLyl,,. (27j)
Bis auf M sind alle GroBen des Tensors (26) Funk-
tionen von g¢. Spiter werden sie nach g entwickelt.

Bei der Aufstellung des Hamilton-Operators wird
auf die Struktur von (26) zuriickgegriffen werden.

Potentielle Energie

Fir die potentielle Energie verwendet man einen
Ansatz. Er wird von der Bedingung, dafl bei ¢=0
und a = %2 n Minima sein sollen und daf} eine kon-
stante, von o und ¢ unabhéngige potentielle Energie
unwesentlich ist, modifiziert. Der Ansatz ist

Vie,q) =  koytkig+kyg®+ ...
—(cp+c1g+cag®?+...)cos3a
+ (so+51g+S23¢°>+...)sin3a
Fass »

(28)



TORSIONS-SCHWINGUNGS-ROTATIONSWECHSELWIRKUNG IN ROTATIONSSPEKTREN

Hohere Glieder werden vernachldssigt. Mit den bei-
den Bedingungen erhilt man:

V(a,q) =cy(1 —cos3a) +¢;(1—cos3a)gq

+sy(sin3a) g+ ks g2 (29)

Besitzt das Molekiil eine Symmetrieebene und ist die
Schwingung totalsymmetrisch, so vereinfacht sich
V(a, q) weiter:

V(a,q) =co(l —cos3 a) +¢;(1—cos3a) g+kyq?
(30a)

oder:
V(a,q) = 3V3(1 —cos3a) + ¥ (w2/M) g2
+V.q(1—cos3a). (30b)

Der erste Teil ist das Hinderungspotential der Hohe
Vg, der zweite ist das Potential der harmonischen
Schwingung mit der Kreisfrequenz @ und der in-
versen reduzierten ,,Masse“ M und der dritte Teil
beschreibt eine Wechselwirkung zwischen Torsion
und Schwingung. Bei Beschriankung von a auf kleine
Amplituden erweist sich ¥,.” als eine kubische Kraft-
konstante.

Hamilton-Operator

Bei der Aufstellung des Hamilton-Operators ist
nach Poporsky 1! zu beachten, daB der Tensor (24)
und (26) keine Konstanten, sondern Funktionen
von ¢ enthélt. Der Torsionswinkel a ist infolge der
Cs-Symmetrie des Rotors nicht enthalten.

Im folgenden wird nur der einfache Fall, ein
Molekiill mit Symmetrieebene und totalsymmetri-
scher Schwingung behandelt. Fiir andere Falle ver-
lauft die Ableitung analog aber komplizierter. In
der allgemeinen Form des Hamilton-Operators

H= %g“"i,ZkPig"' g Prg™"+V(q) (31)
fiir unseren Fall spezialisiert mit
g=detl, (32a)
lg* =171, (32b)
Pi=P;,P,,P;, pa;pq,

3¢’

P, Komponenten des Gesamtdrehimpulses,
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kommutieren alle Operatoren mit den Koeffizien-
ten ¢'* und g auBer dem Operator p, .

Da aber in dem Spezialfall (26) nur ein Element
der fiinften Spalte und Zeile ungleich Null ist, be-
darf nur ein Summand in (31) einer genaueren Be-
trachtung. Dal in der klassischen Energie M unab-
héngig von ¢ ist, hebt diese Tatsache nicht auf.

Mit Cos=9g/C (34)
erhalt man fiir
397"pag" 9 pag™" (35)

- %M(Paz - 3Cs! {Pq2 Css} + 15 C5_52 {Pq 655}2) .

Die geschweiften Klammern deuten an, dafl der
Operator nur auf den Klammerinhalt wirken soll.
Den ersten Summanden erhielte man allein, wenn
das Verfahren nach Poporsky nicht beachtet wiirde.
Die beiden letzten Summanden sind Funktionen von
g, da Cy5 eine Funktion von ¢ ist. Sie werden in
WO+ W q+W’q® entwickelt. Die Konstante W?°
wird weggelassen werden. Der Gesamtoperator hat
jetzt mit nach ¢ entwickelten Koeffizienten folgende
Form:

H= (C"+Cq+C"¢* P2 (36a)
+ (B"+B q+B" g% P, (36b)
+(4°+A4" qg+4" ¢*) P2 (36¢)
+(D'y.q+D"y. ¢*) (PyP,+P,P,) (36d)

+ (F°+F q+F" ¢* p2+ 3V3(1 —cos 3 a)

(36e)
—2(Q°+0Q%9+Q"y¢*) paPy (36f)
~2(Q:°+0Q:9+0".¢% p.P: (36g)
+ $Mp2+ % (0*M) ¢ (36h)
+V. q(1—-cos3a) (36i)
+W g+ W’ ¢, (36j)

wobei die in Klammern gesetzten Polynome in ¢
mit den GroBen aus (27) in der folgenden Weise
verkniipft sind:

X+ X qg+X" =X (37)

mit X=4, B, C, D,,, F, Q,, Q.. Aus (36) kann
man Naherungsoperatoren der reinen Rotation, Tor-
sion und Schwingung isolieren, was durch Unter-

11 B, Poporsky, Phys. Rev. 32, 812 [1928] ; siehe auch E. B. WiLsox sr., I. C. Decius u. P. C. Crass, Molecular Vibrations,

McGraw-Hill Book Co. Inc., New York 1955, Kap. 11-3.
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streichen gekennzeichnet ist. Die reine Torsions-
Rotations-Wechselwirkung des Modells ohne Schwin-
gungsfreiheitsgrade ist in (36) ebenfalls enthalten.
Wesentlich neu sind die Wechselwirkungsoperatoren
zwischen Rotation, Torsion und Schwingung.

Behandlung des Hamilton-Operators

Mit den Eigenwerten des Operators (36) laft sich
ein Termschema aufbauen, mit dem die gemessenen
Spektren verglichen werden konnen.

Es ist moglich, eine Energiematrix von (36) in
einem Basissystem R(g, %, %) U(a) H(q) aus den

Eigenfunktionen der Ndherungsoperatoren
C°P,2+B'P,2+ A°P,?2,
F'p2+3V3(1—cos3a),

M pl+1 (M) ¢

(38)
(39)
(40)

aufzustellen. Die Matrix hatte aber fiir hohere Werte
der Drehimpulsquantenzahl J einen solchen Rang,
dal} die numerische Diagonalisierung mit den be-
stehenden Rechenanlagen zu einem kaum vertret-
baren Aufwand fiihrt.

Eine andere Moglichkeit ist, den Teil von (36),
der keine Rotationsoperatoren enthalt, also (36e),
(36h—j) im Basissystem U(a) H(q) aus Eigen-
funktionen der Naherungsoperatoren (39) und (40)
zu bearbeiten. Eine Diagonalisierung der Matrix
von (36e), (36h—j) fithrt dann zu einem neuen
Basissystem R(@,?, %) F(a, q) fir den Gesamtope-
rator (36). In dem Basissystem R (@, 9, %) F(a, q)
sind nur die mit P, behafteten Wechselwirkungs-
operatoren aus (36a—d), (36f) und (36g) nicht
diagonal. Eine genaherte Diagonalisierung lalt sich
analog zur PAM 7% mit einer van Vleck-Transfor-
mation >715 und nachfolgender K-Diagonalisierung
erreichen. Diese Verfahrensweise wird zur Zeit be-
arbeitet. Die Untersuchung ist aber noch nicht abge-
schlossen.

Die letzte Moglichkeit ist, die Matrix von (36)
im Basissystem R(¢p, %, ) U(a) H(g) der Nahe-
rungsoperatoren (38), (39) und (40) aufzustellen

12 E. C. KemBLe, Fundamental Principles of Quantum Me-
chanics, Dover Publications Inc., New York 1958, p. 394.

13 J. H. van ViEck, Phys. Rev. 33, 487 [1929].

14 0. M. Jorpant, Phys. Rev. 45, 87 [1934].

15 D. R. Herscusacu, Tables on the Internal Rotation Prob-
lem, Dept. of Chemistry, Harvard University 1957.
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und Methoden der Stérungsrechnung anzuwenden.
Dieser Weg soll naher beschrieben werden.

Da die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators
(38) eines asymmetrischen Kreisels nicht explizit
zur Verfiigung stehen, ist es praktisch, mit den
Eigenfunktionen eines symmetrischen Kreisels zu
arbeiten. (38) wird also ersetzt durch:

H%SZ%(CO“'BO) (P12+Py2) +A0P22 (4‘1)

mit den Eigenfunktionen vy jzuy (@, ¥, ). Damit spal-
tet der zusatzliche Storoperator

H%a = % (CO_BO) (PI2 _Pyz) (4‘2)

ab.

Im Basissystem v iga(®, P, %) Uvgo(a) Ho,(q)
ergibt (36) eine in J, M, o diagonale und in K, v, , v,
nicht diagonale Matrix. Wenn die Rotationsenergie-
differenzen klein gegen die Torsions-Schwingungs-
differenzen sind, kann man wie bei PAM mit Hilfe
einer van Vleck-Transformation 2716 zunachst eine
geniherte v, v,-Diagonalisierung fir ein v, v, Ni-
veau durchfithren. Sind die Rotationsenergiediffe-
renzen in den Nennern der Storsummen vernachlas-
sighar, so gelangt man auf diese Weise zu einem
effektiven Rotationsoperator.

Lassen sich die Rotationsenergiedifferenzen nicht
vernachléssigen, so kann man mit Hilfe der Nenner-
korektur nach HerscuBaca 717 eine Korrektur an-
bringen. Uber die fiir diesen komplizierten Fall not-
wendige Verallgemeinerung soll gesondert berichtet
werden. Auch in diesem Fall gelangt man zu einem
effektiven Rotationsoperator.

Fir einen Operator

H +1H (43)

mit den Eigenwerten E des Operators H? sind die

verwendeten Formeln der van Vleck-Transformation
bis zur vierten Ordnung mit der Kurzschreibweise 18

(v, K |H' |v,v,K') = H o,

(vq qu|H'|va' vq' K)=Hy (44)

1. Ordnung:

AHgy s (45)

16 M. Havasui, A Review on the Energy Levels for Internal
Torsion and Over-all Rotation of Two Top Molecules, Uni-
versity of Hiroshima 1964, App. I, Private Mitteilung.

17 D. Steman, J. Chem. Phys. 41, 2111 [1964].

18 Die Quantenzahlen o J M werden unterdriickt, da die Ma-
trix in diesen Quantenzahlen diagonal ist.
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2. Ordnung:
(12/2) {Z H’ab H’ba'/ (Ea - Eb) = Z H,ab H/ba'/(Ea' - Eb)} 5
b b (46)

3. Ordnung:
3 {%IH’ab H'yy H'yw[ (Ea—Ep) (Ey — Ey) — %banlaa” H'yy H'yo[ (Ey — Ep) (Eg — Ep)
- %bZ'H'ab H'yy H yg'[ (Eg— Ep) (Eg” — Ey) } ; (47)

4. Ordnung:
(- 24/8) { ,%b{{,ab H,ba" H,a”b’ H,b'a'} {3/(Ea —Ey) (E;'—Ey) (Ey—Ey) + 3/(Ea —Ey) (Ey —Ey) (Eq” — Ep)
@

+1/(Ey — Ey) (Ey" — Ep) (Eg”—Ey) +1/(E,—Ep) (E,~—Ep) (Es—Ey) }
+ (24/2) {g 1/(Eq—Ep) +1/(Ey — Ey) } {Z H'o H' g (B —Eg7) + z?‘ H'oy H'yo/ (Eq— Evy) } (48)

{bZNH,bb" H’b”a'/ (Ey —Ey) — ZH,I)a”' H’a"'a'/ (Eq — Ep) } .
pr

(45) bis (48) geben also die Beitrige fiir das (a [ a’)-Element. In unserem Fall ist H® mit den Naherungs-
operatoren (39), (40) und (41), 2 H" mit den restlichen Operatoren aus (36) zu identifizieren, formal

also: n
AH =1 H/. (49)
i

Werden die typischen Nennerdifferenzen angenahert durch:

(Eq— Ep) = (Evas— Ev'ao) + (Evg—Evq) + (Ejg—Eyk’) = (Evgo—Ev'eo) + (Evg—Evg),  (50)
so laft sich der Rotationsanteil in den Storsummen abseparieren. Der Torsions-Schwingungsanteil ist dann
fiir jedes Element der v,v,-Submatrix gleich. Welches Element dieser v, v,-Submatrix einen Beitrag er-
hilt, zeigen die Quantenzahlen des abseparierten Rotationsteils. (45) bis (48) wird mit separierten Tor-
sions-Schwingungs- und Rotationsanteilen 7 ¥ und R fiir eine Operatorkombination H;" 19:

MTiV3)aa" (Ri) ad= Cihi(ri) ks (51)
fiir eine Operatorkombination H; H;’:
1
22(%: (TiVi)av(T;V3) bal (Ea —Eb)> "(RiRj)aa = o po Cii(hi hi/4) - (rir;) ki (52)
4

fiir eine Operatorkombination H;” H; Hy/:
A3 {g (T: V) o (Ti Vi)oo' (Ti Vi) v'af (Ea— Ep) (Ea—Ey) — % (TiVi)aa g (TiVi)ab (Tr Vi) val (Ea—Ep)?

o= %(g (TiVi)av (T V) pa] (Eq— Eb)g) (Tx Vk)aa} “(R; R; Ry) kr' (53)

1 ’
= 30z Cij {hi ki hi/AA — § hi(hj hye[A%) — § (R hy/A%) By} - (rivjri) kK

fiir eine Operatorkombination H; H/ H;' H; :
}.4{— %(% (T:Vi)av (T; V) pal (Eq— Ep) ) (bz (T Vi) (Ti V) b’a/(Ea—Eb')2>
- ! (% (T: V) av (TiV3)vaf (Ea— Ep)? ) (bz (Tx Vi) ay (Ty V) yal (Ea—Ey) )
_ bzbl'(Ti Vaa TiVias (TiVi)os” (TiV1) v ol (Ea—Ep)? (E;— Ey~)
_ %l(Ti Vdaw (TiVi)ws (TkVi)va (T1V1) aof (Ea—Ey) (Eq— Ep)?
+beb"(Ti Vday (Ti Voo (T Vi) oo (Ti V1) s/ (Eo—Ep) (E,—Ey) (E;—Ey) 54)

+ % (TiV)aa (T;Vi)ap (TkVi)pa (T1 V) aa/(Ea_Eb)s} *(R; R; Ry R)) k'
= g puya Cona by o Il (4 4 47) — by by b 22 &) — (b by a4 2%) by
— 3 (hihj/A) (hy by A2) — % (hi hy/ A2) (hy hofA) + hi(hj hi/A%) by} - (rivjrir) kK -

1 Die Indizes an den Operatorensymbolen H, TV und R kennzeichnen in unserem Fall die Teiloperatoren von (36).
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4 ist die Differenz der mit § F° reduzierten Ener-
gien, C;, Ci;, Ciji , Cijr; fassen die Koeffizienten aus
der jeweiligen Operatorkombination zusammen, h;
ist ein Matrixelement eines von konstanten Faktoren
getrennten Operators, also etwa von cos 3 a, p,, py»
Pag- Wenn A nicht in den Summen h h/A etc. steht,
ist es ein Diagonalelement. r; ist ein Matrixelement
eines reinen Rotationsoperators, also etwa P,, P2
P, P, .

Wegen (49) setzt sich der Gesamtbeitrag der
van Vleck-Transformation zusammen aus der Summe
iiber alle Operatorenkombinationen. Ist n die Zahl
der Storoperatoren, 0 die Ordnung der jeweiligen
van Vleck-Transformationen, so besteht diese Summe
aus n’ Teilsummen (51) — (54). Der Gesamtbeitrag
bis vierter Ordnung enthilt also n+ n?+n®+nt
Teilsummen.

Fafit man jeweils die Teilsummen mit gleichem
(rd kx> (rirj)gx's (rirjri) kg und (ririrm) KK
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zusammen und ersetzt formal diese Matrixelemente
von Rotationsoperatoren durch die Rotationsopera-
toren selbst, so erhilt man einen effektiven Rota-
tionsoperator H'ci;, der den Beitrag der van Vleck-
Transformation zur v, v,-Submatrix beschreibt.

H,eff = Z Kifgig (S’ 0)) [P:ra’ P.Uﬂ’ sz] (55)
afy

4
K8 (s, 0) = Z KNG (5, 0),

n=1

mit (56)
[P2 P/, P,] steht summarisch fiir alle moglichen
Anordnungen von a Operatoren P,, f# Operatoren
P, und y Operatoren P,. Jede dieser Operatoren-
anordnungen besitzt einen spezifischen Koeffizien-
ten K37 . Die Kennzeichnung (afy) ist hier in

gleicher Weise summarisch. X bezeichnet eine Sum-
apy
mation uber alle moglichen Operatorenanordnungen

beginnend mit a + f +y=1.

: (afy) )b 1 @) -
KDE (s, 0) = > Cihi,  (57a) Kot (5,0) = -y g 2. Ci(hihi/4),  (57b)
i K ij
@) (@) 1 o ' 3 hi(h b A2) — % (b ks A2) B 57
o™l wl = (§ FO)2 ijkCiik(hth'hk/AA — Y hi(hj i/ A2) — } (hibj/ A7) Ry, (57¢)
1 () 5 4R ,
(4) (2By) o D W " — h;(h; by, 2
K28 (s, w) 795 i]%lc,,“(h, hyhy hy/ A XA — hi(hs by by 24247 (57d)

— (hi hj e/ AA2) hy— % (ki hj/A) (hy hyf A2) — % (hi hi/ A2) (hy by A) + hi(h; hi/4°) By) .

(apy)
Y zeigt an, daf} nur solche Beitrage aufsummiert

werden, deren Rotationsanteil sich durch die Opera-
toren P,*P,f P, reprisentieren ldt. o bezeichnet
die Torsionsspezies.

Da die C;, Cij, Cijx, Cijr; Potenzen von V,'/F°
enthalten konnen, ist jeder Koeffizient K{*7) (s, w) ein
Polynom in V//F°.

Die K% (s, w) sind auBerdem Funktionen vom
reduzierten Hinderungspotential s, der Schwingungs-
frequenz w, von der Struktur des Molekiils, von den
Massen der Atome und der Schwingungsform.

Es verbleibt nun noch die Aufgabe, die Matrix
des effektiven Rotationsoperators

Hey=C'P2 1+ B'P2 + A°P2+ H' o

zu diagonalisieren. Diese Aufgabe laft sich selbst
fiir hohe J numerisch gut bewaltigen.

Da die Koeffizienten des effektiven Operators (58)
Zahlen sind, hat er die gleiche Form wie der effek-
tive Operator, der aus dem einfachen Modell ohne
Schwingung resultiert. Beobachtet man nur das Ro-

(58)

tationsspektrum in einem Zustand v, v,, so ist die
Wiedergabe des Spektrums kein Maf} fiir die Giite
des Modells. Die Giite des Modells erweist sich erst
in der Wiedergabe der Rotationsspektren mehrerer
Zustéande.

Zur numerischen Behandlung von Operatoren der
Art von (36) wurde ein Rechenprogramm geschrie-
ben, das neben Eigenwerten und Fourier-Koeffizien-
ten der Eigenfunktionen des Mathieu-Operators (39)
Matrixelemente p,, p.%, cos3a, sin3a, cos6a,
sin 6 a und Storsummen der Typen
hi; hi hj/A”; hi h]' hk/A" A,m; h,' h]' h]‘- h[/A A’A”
berechnet. Die h; konnen dabei aus einem Produkt
eines Torsions- und eines Schwingungsoperators er-
zeugt werden. Fir Torsionsoperatoren stehen die
Operatoren 1, p,, p.% cos 3 a, sin 3 a, cos 6 a, sin 6 a
fiir Schwingungsoperatoren 1, p,, p.> ¢, ¢>, P 4> 4P
zur Wahl. Hilfsprogramme besorgen die Erstellung
von Eingabeanweisungen fiir alle Kombinationen i,
tj, ijk, ijkl einer Operatorenwahl und dienen zur
Aufsummierung der einzelnen Stérsummen.
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Das Programm verwendet die Symmetrie der
Storsummen
hi hj/A" = h; h;/ A,
hihjhy /A" A'™ = by hj hif A" A",
hihjhy by AA'A” =hyhy b hi/A4A°A7.

Das Programm ist in Fortran IV geschrieben und
rechnet mit doppelter Wortlinge.

In einer folgenden Arbeit wird die Anwendung
der gegebenen theoretischen Formulierungen auf
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das Rotationsspektrum von Methylthiocyanat gege-
ben.

Ich danke Herrn Dr. D. Surter, Dr. H. D. Rupovps,
Freiburg, Frau Dr. A. Miggr und Prof. Dr. P. Favero,
Bologna, fiir viele Diskussionen. Die Arbeit wurde von
der Deutschen Forschungsgemeinschaft und dem Fonds
der Chemie unterstiitzt. Herrn Prof. Dr. P. Favero und
dem Centro Nazionale delle Ricerche, Rom, danke ich
fiir einen mehrmonatigen Forschungsaufenthalt in Bo-
logna.



